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Общая характеристика работы

Актуальность темы

Функция Вигнера была введена в 1932 году для изучения кванто-

вых поправок к классической статистической механике. Она определяет

квазивероятностное распределение в фазовом пространстве канонически

сопряженных (в квантово-механическом смысле) динамических величин

”
координата – импульс“. Знание функции Вигнера позволяет вычислять

средние значения любых динамических величин, а также определять яв-

ный вид квантово-механических операторов, соответствующих данным

динамическим величинам.

Наиболее полная информация о структуре изучаемой системы со-

держится в совместном распределении по импульсу и по координатам.

Такое распределение без труда можно построить для классической си-

стемы (распределение Больцмана), однако в квантовом случае нельзя

говорить об одновременной локализации частицы по импульсу и коорди-

нате (принцип неопределенности Гейзенберга). Тем не менее, функции,

которые описывают случаи одновременно неизмеримых величин, были

введены как обобщение понятия обычных вероятностных функций рас-

пределения. Их называют квазивероятностными функциями распределе-

ния. Такие распределения оказались чрезвычайно полезными не только

для вычисления различных величин в квантовых системах, но и в ка-

честве связующего звена между классической и квантовой механикой.

Одним из наиболее часто используемых примеров таких функций явля-

ется как раз функция Вигнера.

Диссертация посвящена построению формализма, основанного на

аналоге понятия функции Вигнера для случая описания пространствен-

ной структуры области взаимодействия сталкивающихся частиц. Базо-

вым элементом построения служит амплитуда рассеяния (угловое рас-

пределение) и распределение конечных состояний по пространственному

параметру вылета. Квазивероятностное распределение в таком фазовом

пространстве позволяет вычислять такие характеристики конечных со-

стояний процесса столкновения, как средний радиус области рождения
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частиц, пространственное распределение неупругой функции перекры-

тия в процессах 2 → n; исследовать томографический образ простран-

ства конечных состояний (преобразование Радона).

Целью работы является:

1. Построение аналога функции Вигнера как квазивероятностного рас-

пределения в фазовом пространстве не коммутирующих между со-

бой величин
”
поперечный импульс – параметр вылета“ для случая

описания процессов упругого рассеяния.

2. Получение связи между среднеквадратичным радиусом области рож-

дения конечного состояния и амплитудой угловых распределений,

которая является извлекаемой из экспериментальных данных вели-

чиной.

Научные положения, выносимые на защиту:

1. Разработан формализм построения конечных одно- и двухчастич-

ных состояний рассеянных частиц в терминах параметра вылета де-

тектируемой частицы в приближении малых поперечных импульсов

рассеяния. Построено фазовое пространство канонически сопряжен-

ных величин
”
поперечный импульс – параметр вылета“ в указанном

приближении, показана физическая обоснованность этого прибли-

жения. Получено решение уравнения унитарности в рамках данного

приближения.

2. Разработан формализм, основанный на понятии, аналогичном поня-

тию функции Вигнера для чистого состояния, для случая описа-

ния пространственных характеристик области взаимодействия ча-

стиц при упругих столкновениях. Аналог функции Вигнера постро-

ен как дифференциальное сечение упругого процесса по параметру

вылета детектируемой частицы и импульсной переменной.

3. Показано, что среднеквадратичный радиус области рождения части-

цы в упругом процессе может быть выражен через амплитуду такого

процесса, являющуюся проверяемой на эксперименте величиной.
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Научная новизна

В работе впервые построен аналог функции Вигнера для описания

процессов упругого столкновения частиц. Функция Вигнера при этом

строится не из волновых функций, описывающих состояние какой-либо

системы, а на амплитудах упругого рассеяния. Для этого был модифици-

рован существующий формализм описания пространственной структуры

области взаимодействия частиц и было получено новое ядро перехода

между импульсным и координатным пространством в приближении ма-

лых поперечных импульсов. Впервые получено точное выражение для

среднеквадратичного радиуса области рождения детектируемой частицы

через амплитуду упругого процесса, лежащую на энергетической по-

верхности реакции.

Научная и практическая ценность

Разработанный формализм описания упругих процессов рассеяния

в терминах построенной функции Вигнера позволяет вычислять сред-

ние значения геометрических характеристик области взаимодействия.

Вычисленный средний радиус области рождения частицы в упругом

процессе является одним из самых общих примеров таких характери-

стик. При дальнейшем описании неупругих процессов разработанный

формализм может выступать основой для вычисления такой характери-

стики области взаимодействия, как средняя множественность рождения

частиц (при соответствующем учете динамики взаимодействия). Изме-

рение множественности в зависимости от энергии является одной из

задач LHC. На основе разработанного нами формализма возможно ис-

следование этой зависимости от пространственного параметра вылета.

Такое пространственное распределение средней множественности позво-

лит детально изучить структуру области взаимодействия частиц. Кроме

того, построенная нами функция Вигнера лежит в основе реконструкции

томографических образов пространственной структуры области взаимо-

действия частиц с помощью преобразования Радона. Такая томографи-

ческая картина несет информацию о распределении вещества в области
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взаимодействия частиц при высокоэнергетичных столкновениях.

Апробация работы

Материалы диссертации докладывались на на Международной

Байкальской молодежной научной школе по фундаментальной физике

(ИСЗФ СО РАН, Иркутск, сентябрь 2009), на научном семинаре Ин-

ститута Теоретической Физики II (Ruhr-Universitat, Bochum, Germany,

октябрь 2010), на Международной Байкальской летней школе по физике

элементарных частиц и астрофизике (ИГУ, п. Большие Коты Иркутской

области, июль 2011), на семинарах кафедры теоретической физики ИГУ.

Публикации

По материалам диссертации опубликовано 5 печатных работ [1 –

5] в отечественных изданиях, в том числе 4 работы [2 – 5] в журналах,

рекомендованных ВАК. Указанные публикации впервые используются

при подготовке диссертации.

Личный вклад автора

Исследования, составляющие основу диссертационной работы, вы-

полнены в соавторстве с А.Н. Валлом, А.А. Владимировым, М.В. Поля-

ковым, О.Н. Солдатенко и А.К. Едемской. Результаты работы, сформу-

лированные в защищаемых положениях, получены и интерпретированы

в существенной мере лично соискателем.

Структура и объём диссертации

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения и спис-

ка литературы из 90 наименований. Общий объём диссертации – 102

страницы, включая 11 рисунков.
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Краткое содержание работы

Во Введении обсуждается современное состояние проблемы, отра-

жена актуальность исследуемой темы, сформулированы цели и методы

решения поставленных задач, излагается краткое содержание работы.

В первой главе приводится обзор формализма функции Вигнера

и его приложений при описании состояний квантовых систем в фазовом

пространстве
”
координата – импульс“.

Функция Вигнера является аналогом классической статистической

функции распределения совместно в импульсном и координатном про-

странствах и носит название квазивероятностной функции распределе-

ния. Для случая описания чистого состояния функция Вигнера была

введена в следующем виде [6, 7]:

W (~r; ~p) =

∫

d3R

(2π)3
e−i~p~Rψ∗

(

~r −
~R

2

)

ψ

(

~r +
~R

2

)

. (1)

Здесь ψ(~r) – волновая функция некоторого чистого состояния. Эта функ-

ция была введена Вигнером в 1932 году для изучения квантовых по-

правок к классической статистической механике. После применения к

распределению Вигнера правил упоярдочивания Вейля [8], стало воз-

можным вычислять средние значения квантовых операторов по соответ-

ствующим функциям.

Функция, задаваемая выражением (1), является вещественной, од-

нако свойством положительной определенности не обладает. Строго го-

воря, такая функция не имеет вероятностной интерпретации, поэтому

и носит название квазивероятностного распределения. В качестве од-

ного из наиболее важных свойств функции Вигнера следует отметить

свойство согласованности распределения по двум переменным с распре-

делением по одной переменной. При интегрировании функции Вигнера

по импульсу получаем для чистых состояний (уже положительно опре-

деленную) плотность вероятности по координате:

∫

d3p W (~r; ~p) = |ψ(~r)|2 = ρ(~r) . (2)

7



При интегрировании W (~r; ~p) по координате, имеем:

∫

d3r W (~r; ~p) = |ϕ(~p)|2 = n(~p) . (3)

В случае когда волновые функции нормированы на единицу, нормировка

функции Вигнера имеет вид:

∫

d3p d3r W (~r; ~p) = 1 . (4)

Распределение Вигнера может быть использовано для вычисления

средних значений любых динамических величин, описывающих состо-

яние системы. Среднее значение произвольной динамической величины

Ĝ(~̂r, ~̂p) определяется через распределение Вигнера следующим образом

[9]:
〈

Ĝ
〉

=

∫

d3p d3r W (~r; ~p) G(~r, ~p) , (5)

где G(~r, ~p) – функция динамических переменных ~r и ~p, соответствие

которой оператору Ĝ(~̂r, ~̂p) задается по правилам упорядочивания Вейля

[8, 9, 10].

Функция Вигнера получила достаточно широкое распространение

в последнее время. Помимо работ, в которых это распределение исполь-

зуется для решения конкретных задач, существует множество трудов,

где исследуются нетривиальные и специальные свойства вигнеровского

распределения. Существует также ряд работ, посвященных различным

обобщениям понятия функции Вигнера в различных областях физики

[11, 12, 13, 14, 15]. Особо следует отметить работу [16], в которой бы-

ло построено вигнеровское распределение в искривленном пространстве

на гиперболоиде. При этом ядром преобразований от импульсного про-

странства к координатному является не экспонента, а функция Шапиро.

Такая функция Вигнера определена на группе движений SO(D, 1) и

позволяет описывать системы, подчиняющиеся уравнениям движения на

гиперболоиде (например, уравнение Лапласа – Бельтрами) с различны-

ми видами потенциалов. Функция Вигнера в этом случае сохраняет все

свои основные свойства и позволяет вычислять средние значения любых

динамических величин. При этом корректный учет граничных условий
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приводит к получению обычной функции Вигнера при стремлении кри-

визны пространства к нулю. Случай функции Вигнера в искривленном

пространстве на группе SO(D, 1) важен в контексте данной работы т.к.

мы используем группу движений импульсного пространства SO(2, 1).

Что касается экспериментального измерения функции Вигнера, на

данный момент, к сожалению, почти невозможно извлекать ее из экспе-

риментов напрямую. Один из основных методов, на котором основыва-

ется связь функции Вигнера с экспериментом, – оптическая томография

(quantum optical homodyne tomography) [17]. Однако в этом подходе

измерение функции Вигнера не является прямым. Относительно пря-

мое измерение функции Вигнера было реализовано лишь в оптической

области [18]. Однако в общем случае измерить функцию Вигнера не

представляется возможным, поэтому феноменологические модели в этой

области чрезвычайно важны.

В данной работе в качестве примера вигнеровского распределения

была построена функция Вигнера для различных возбужденных стацио-

нарных состояний одномерного гармонического квантового осциллятора.

Было показано, что для основного состояния такого осциллятора функ-

ция Вигнера положительно определена, однако уже начиная с первого

возбужденного уровня она может принимать и отрицательные значе-

ния. Были также рассмотрены частные примеры вычисления с помощью

вигнеровского распределения средних значений определенных динами-

ческих величин. Было показано, что выбирая динамическую величину,

можно в результате процедуры усреднения установить явный вид ди-

намического оператора, соответствующего данной величине. Это также

отображает одно из полезных свойств распределения Вигнера.

Во второй главе построено пространство состояния с определен-

ным параметром вылета в приближении малых поперечных импульсов.

В этой главе представлена модификация существующего [19] фор-

мализма описания пространственной структуры области взаимодействия

частиц в рамках алгебры группы SO(2, 1). Введено фазовое простран-

ство величин, не коммутирующих между собой, – пространство попе-

речного импульса вылетающей из области взаимодействия частицы и

параметра ее вылета. Рассмотрены два физических случая: взаимодей-
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ствие двух бесспиновых частиц и рассеяние частицы во внешнем поле.

Показано, что для этих двух физических задач можно построить еди-

ный формализм группы SO(2, 1) с разной интерпретацией параметров.

В первом случае роль пространственного параметра играет вектор мак-

симального сближения траекторий двух частиц, а во втором случае –

параметр вылета рассеянной частицы. Приведем краткое описание это-

го формализма для задачи рассеяния частицы на мишени (в терминах

пространственного параметра ее вылета) [2, 3].

Мы обобщаем состояние с определенным прицельным парамет-

ром из эйконального приближения на более корректное с точки зрения

квантово-механического описания состояние с определенным парамет-

ром вылета ~µ. При этом пространство с определенным ~µ и пространство

с определенным поперечным импульсом частицы ~q⊥ образуют фазовое

пространство не коммутирующих между собой величин
”
поперечный им-

пульс – параметр вылета“. Это пространство, как мы увидим в дальней-

шем, лежит в основе построения формализма функции Вигнера. Компо-

ненты вектора максимального сближения траектории частицы с центром

рассеяния после квантования имеют следующий вид:

di =
1

q2
(ǫijkqjLk − iqi),

где Lk – орбитальный момент рассеянной частицы. В результате кванто-

вания, основанного на каноническом коммутаторе координаты и импуль-

са, возникает система коммутационных соотношений стандартной алгеб-

ры SO(3, 1), построенной из операторов di и Lj на сфере q2 = const.

Оператор Казимира этой алгебры оказывается вырожденным в число.

Поэтому мы выделяем нетривиальную подалгебру SO(2, 1), которую на

поверхности q2 = const образуют операторы d1, d2, и L3. Оператор Ка-

зимира этой алгебры равен

K = d2
⊥ − L2

3

q2
, [d1,2 , K] = 0 , [L3 , K] = 0 , (6)

где d2
⊥ = d2

1 + d2
2 – квадрат проекции вектора ~d на плоскость, перпен-

дикулярную направлению импульса налетающей частицы (ось z). Что-
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бы построить базисные функции на выбранной группе, решим систему

уравнений на собственные функции оператора Казимира и собственные

функции проекции вектра ~d⊥ на произвольное направление в плоскости,

перпендикулярной оси z:

{

(~n~d⊥) ξ(~q⊥) = const ξ(~q⊥) ,

Kξ(~q⊥) = b2 ξ(~q⊥)
(7)

Здесь b – квантово-механический аналог вектора максимального сбли-

жения траектории частицы с центром мишени, который мы интерпре-

тируем как радиус области рождения частицы после ее взаимодействия

с внешним полем. Для решения системы (7) были рассмотрены геомет-

рические свойства пространства перпендикулярного импульса, на кото-

ром реализуется алгебра группы SO(2, 1). Это пространство получается

из фиксированного ~q⊥ в результате преобразований q′i = e−i~p·~d⊥qi ei~p·~d⊥.

Оказывается, что это пространство является пространством постоянной

отрицательной кривизны R = −2/q2. Решением системы (7) являются

базисные функции типа плоских волн на группе SO(2, 1):

ξ(~q⊥, ~µ) =
q

√

q2 − q2
⊥

(

q − ~n · ~q⊥
√

q2 − q2
⊥

)− 1

2
+iµ

. (8)

Здесь ~n – единичный вектор в плоскости, перпендикулярной оси z; ве-

щественный параметр µ определяется равенством

µ =

(

q2b2

~2
− 1

4

)1/2

. (9)

В этом выражении для конкретизации размерности восстановлена по-

стоянная Планка ~. В нашей работе мы используем систему единиц,

в которой ~ = c = 1, и восстанавливаем все константы только в тех

выражениях, где это необходимо.

Как следует из (9), параметр µ является безразмерным и одно-

значно связан с b – радиусом области рождения частицы. В дальней-

шем мы будем работать именно с параметром µ, при этом называть его

будем пространственным параметром вылета частицы из области вза-
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имодействия. Из вещественности этого параметра возникает ограниче-

ние на возможные значения минимального радиуса области рождения

частицы b2 ≥ ~
2/4q2. Это неравенство является следствием квантово-

механической природы координат di и отображает тот факт, что частица

не может родиться в фазовом объеме меньшем, чем допускается соотно-

шением неопределенности Гейзенберга.

Перейдем к переменным на гиперболоиде

u = (u0, ~u) =

(

q

q3
,
~q⊥
q3

)

, u2 = u2
0 − (~u)2 = 1 , (10)

которые переводят сферу q2 = q2
1 + q2

2 + q2
3 в двухполостный гиперболоид

u2 = 1, причем передняя полусфера рассеяния (q3 > 0) соответствует

верхней поле гиперболоида, а задняя (q3 < 0) – нижней. Тогда получим

для плоской волны:

ξ(~u, ~µ) = u0(u · n)−
1

2
+iµ = u0 f

sh(~u, ~µ). (11)

Здесь n = (1, ~n) – трехмерный изотропный вектор на гиперболоиде, мет-

рика скалярного произведения определяется (+,−,−). Функция (11) яв-

ляется двумерной функцией Шапиро f sh(~u, ~µ), домноженной на фактор

u0 [20]. Совокупность функций Шапиро образует полную ортогональ-

ную систему в передней (q3 = +
√

q2 − q2
⊥) и в задней (q3 = −

√

q2 − q2
⊥)

полусфере независимо:

1

(2π)2

∫

d~u

u0
f̄ sh(~u, ~µ) f sh(~u, ~µ ′) =

1

th(πµ)
δ(2)(~µ− ~µ′) ,

1

(2π)2

∫

d~µ th(πµ) f̄ sh(~u, ~µ) f sh(~u ′, ~µ) = u0 δ
(2)(~u− ~u ′) ,

(12)

где ~µ = µ~n = (µ cosϕ, µ sinϕ), δ2(~µ − ~µ′) = δ(µ − µ′) δ(ϕ − ϕ′)/µ .

Фазовые объемы в q− и в µ−пространстве:

dΩ~q =
1

q
√

q2 − q2
⊥

d~q⊥ , dΩ~µ = th(πµ) d~µ . (13)

При этом области определения введенных величин имеют следующий
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вид:

~q⊥ = (q⊥cosϕ, q⊥sinϕ), 0 ≤ q⊥ ≤ q, 0 ≤ ϕ ≤ 2π,

~µ = (µ cosψ, µ sinψ), 0 ≤ µ <∞, 0 ≤ ψ ≤ 2π .

Отсюда видно, что параметр µ определен в нуле, что позволяет в описы-

ваемом формализме корректно учитывать область малых фазовых объ-

емов. Описание этой области невозможно в рамках стандартного эйко-

нального подхода.

Согласно (12), амплитуду рассеяния F (±)(~u) как функцию на груп-

пе SO(2, 1) можно однозначно разложить по базису функций Шапиро

(11):

F (±)(~u) =
1

2π

∫

d~µ th(πµ) f sh(~u, ~µ) u(±)(~µ) ,

u(±)(~µ) =
1

2π

∫

d~u

u0
f̄ sh(~u, ~µ) F (±)(~u) .

(14)

Эти соотношения позволяют построить одночастичное простран-

ство Фока, в котором частица рождается в состоянии либо с определен-

ным пространственным параметром ~µ, либо с определенным поперечным

импульсом ~q⊥. Между такими состояниями на сфере q2 = const суще-

ствует взаимно однозначное соответствие

〈~q⊥, ǫ
√

q2 − q2
⊥| =

∫

ξ(~q⊥, ~µ)〈~µ, q, ǫ| dΩ~µ , (15)

〈~µ, q, ǫ| =
1

(2π)2

∫

ξ̄(~q⊥, ~µ)〈~q⊥, ǫ
√

q2 − q2
⊥| dΩ~q ,

основанное на соотношениях полноты и ортогональности функций Ша-

пиро (11). При этом функции Шапиро являются ядром перехода между

импульсным пространством и пространством параметра вылета. Введе-

ние таких состояний позволяет получить в рамках описанного форма-

лизма связь между сечениями процессов и матричными элементами S-

матрицы. Такая связь основана на квантово-механической интерпрета-

ции нормы одночастичного состояния и была получена в работах [1, 2].

Рассмотрим подробнее вопрос о нормировках используемых нами

амплитуд. Нормировка амплитуды в импульсных переменных f (±)(~q⊥)
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выбрана так, чтобы дифференциальное сечение упругого процесса A +

B → A+B имело вид:

σ
(±)
el =

∫

dΩ~q |f (±)(~q⊥)|2 . (16)

При этом амплитуда f (±)(~q⊥) связана с матричным элементом S-матрицы

следующим образом:

f (±)(~q⊥) = 2πq λ(q) 〈~qA = (~q⊥, ǫ
√

q2 − q2
⊥) ;−~qB = (~q⊥, ǫ

√

q2 − q2
⊥) |Â |in〉 ,

(17)

〈f |F |in〉 = δ4(Pin − Pf)〈f |A|in〉, S = I + iF .

Множитель λ(q) определяется относительной скоростью сталкивающих-

ся частиц |~u|:
λ(q) =

1

|~u| =
EA · EB

q(EA + EB)
. (18)

В гиперболических переменных (10) нормировка амплитуды F (±)(~u) вы-

брана таким образом, что упругое сечение имеет вид:

σ
(±)
el =

∫

∣

∣

∣
F (±)(~u)

∣

∣

∣

2

d~u . (19)

Тогда амплитуда F (±)(~u) связана с введенной амплитудой f (±)(~q⊥) сле-

дующим соотношением:

F (±)(~u) =
1

u
3/2
0

f (±)

(

~q⊥ = q
~u

u0

)

. (20)

Аргумент функции f (±) в правой части (20) фактически определяется

подстановкой в ней |cosθ| = 1/u0.

Таким образом, существует фазовое пространство не коммутиру-

ющих между собой величин
”
поперечный импульс – параметр вылета“.

При этом ядром перехода между пространством поперечного импуль-

са и пространством параметра вылета является плоская волна на группе

SO(2, 1). Сложный вид этой функции фактически не позволяет получить

явный аналитический вид функции Вигнера, поэтому в дальнейшем мы

переходим к приближению малых поперечных импульсов. В отличие от
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эйконального приближения, это приближение не связано с предположе-

нием о больших значениях параметра вылета ~µ. Оно справедливо во

всей области изменения 0 ≤ µ <∞.

В приближении малых поперечных импульсов

|~q⊥| ≪ q , q3 =
√

q2 − q2
⊥ ≈ q ;

|~u| ≪ 1 , u0 =
√

1 + ~u 2 ≈ 1
(21)

решение уравнения (7) на собственные функции оператора Казимира

алгебры группы SO(2, 1) выглядит следующим образом:

ξ(u) = ei~µ~u . (22)

Несмотря на то, что мы переходим к приближению малых поперечных

импульсов, пространственные и импульсные переменные определены во

всей области:

0 ≤ µ <∞ , 0 ≤ |~u| <∞ . (23)

Использование введенного приближения обосновывается тем, что ам-

плитуда упругого процесса, с которой мы работаем, быстро падает при

больших значениях поперечного импульса ~q⊥. В приближении малых

поперечных импульсов представление амплитуды F (±)(~u) в виде

F (±)(~u) =

∫

ei~u~µu(±)(~µ) d~µ (24)

можно интерпретировать как разложение амплитуды по собственным со-

стояниям оператора Казимира K (6) с соответствующей итерпретацией

вектора ~µ. Обратное преобразование

u(±)(~µ) =
1

(2π)2

∫

e−i~u~µF (±)(~u) d~u (25)

определяет функцию u(±)(~µ), которую мы называем профильной функ-

цией на группе SO(2, 1) в приближении малых поперечных импульсов.

Переход от ядра (11) к (22) существенно упрощает вычисления, но при

этом сохраняет основные следствия квантовой природы параметра ~b: сиг-

натуру (±) и корректное описание малых фазовых объемов bq, т.е. об-
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ласть µ ≈ 0.

В рамках этого приближения удается решить уравнение унитарно-

сти для S-матрицы S+S = I, которое в терминах амплитуды упругого

процесса имеет вид [5]:

ImF (+)(~u; ~ξ) =
p

4π

∑

ǫ=±1

∫

d~v F̄ (ǫ)(~v; ~u) F (ǫ)(~v; ~ξ) +Ginel(~u; ~ξ) . (26)

Здесь гиперболические переменные

~q → u =

(

u0 =
q

q3
, ~u =

~q⊥
q3

)

, ~k → v =

(

v0 =
k

k3
, ~v =

~k⊥
k3

)

,

~p→ ξ =

(

ξ0 =
p

p3
, ~ξ =

~p⊥
p3

)

, |~q| = |~k| = |~p| = p .

В амплитуде F (±)(~u; ~ξ) второй аргумент соответствует импульсу началь-

ного состояния, первый аргумент – импульсу конечного состояния. Опе-

рация взятия мнимой части определена как

ImF =
i

2
(〈in|F |f〉∗ − 〈f |F |in〉)

в случае упругого процесса [2]. Слагаемое Ginel(~u; ~ξ) определяет неупру-

гие вклады в амплитуду. Будем искать решение этого уравнения в виде

F (±)(~v; ~u) =

∫

d~µ ei~µ(~v−~u)u(±)(~µ) . (27)

В силу линейной независимости экспонент, получаем локальное уравне-

ние для профильной функции u(ǫ)(~µ) [5]:

Im u(+)(~µ) = πp
∑

ǫ=±1

|u(ǫ)(~µ)|2 +G
(+)
inel(~µ) . (28)

Решение этого уравнения хорошо известно в терминах парциальных

волн. Замечательным фактом является то, что разложение амплитуды

по собственным функциям оператора Казимира алгебры группы SO(2, 1)

в приближении малых поперечных импульсов (27) внешне имеет форму

эйконального представления, однако область определения используемых
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переменных теперь физически корректна (23). Именно этот факт позво-

лил получить простое алгебраическое уравнение для профильной функ-

ции (28). Следует заметить, что имея модель точно унитаризованной

амплитуды, можно построить профильную функцию (25) и с помощью

нее находить неупругие вклады:

G
(+)
inel(~µ) = Im u(+)(~µ) − πp

∑

ǫ=±1

|u(ǫ)(~µ)|2 . (29)

Учитывая, что функция G
(+)
inel(~µ) определяет неупругое сечение и, стало

быть, является неупругой функцией распределения по параметру ~µ, мож-

но вычислять с помощью нее средние значения неупругих динамических

величин.

Таким образом, в этой главе осуществлен и обоснован переход к

приближению малых поперечных импульсов, что существенно упроща-

ет дальнейшие вычисления, но сохраняет физическую интерпретацию

введенных параметров. В рамках этого приближения модифицирован

весь формализм описания пространственной структуры области взаи-

модействия частиц, получено новое ядро перехода между импульсным и

координатным пространствами. В этом приближении решено уравнение

унитарности и получено локальное выражение для профильной функции

u(~µ).

В третьей главе построен аналог функции Вигнера для случая

описания упругих процессов и получено выражение для среднеквадра-

тичного радиуса области рождения частицы в таких процессах.

Используя соотношения, связывающие состояния с определенным

параметром вылета и определенным поперечным импульсом (15), соот-

ношения, связывающие амплитуду и профильную функцию (24), (25),

а также учитывая выбранную нормировку (19), запишем дифференци-

альное сечение упругого процесса по прострнаственной переменной в

следующем виде:

dσ(±)

dΩ~µ
=

1

(2π)2

∫

d~u d~v ei~µ(~u−~v)F (±)(~v) F̄ (±)(~u) . (30)

При соответствующей замене переменных дифференциальное сечение по
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пространственным и импульсным переменным принимает вид, аналогич-

ный виду функции Вигнера для чистого состояния:

d2σ(±)

th(πµ)d~µ d~u
=

= W (±)(~u, ~µ) =
1

(2π)2

∫

d~v e−i~µ~v F (±)

(

~u+
~v

2

)

F̄ (±)

(

~u− ~v

2

)

. (31)

Введенная таким образом функция W (±)(~u, ~µ) обладает следующи-

ми свойствами [4]:

1. W̄ (±) = W (±) − (вещественность) ,

2.

∫

W (±)(~u, ~µ) d~µ =
∣

∣

∣
F (±)(~u)

∣

∣

∣

2

=
dσ

(±)
el

d~u
,

3.

∫

W (±)(~u, ~µ) d~u = (2π)2
∣

∣

∣
u(±)(~µ)

∣

∣

∣

2

=
dσ

(±)
el

d~µ
,

4.

∫

W (±)(~u, ~µ) d~µ d~u = σ
(±)
el .

(32)

Таким образом, эта функция удовлетворяет всем условиям, накла-

дываемым на функцию Вигнера, и позволяет вычислить среднее значе-

ние любой функции g(~u, ~µ), упорядоченной по правилам Вейля [8]:

〈g(~u, ~µ)〉(±) =
1

σ
(±)
el

∫

g(~u, ~µ) W (±)(~u, ~µ) d~µ d~u . (33)

Используя это соотношение, получим выражение для 〈b2〉 – сред-

него значения квадрата радиуса области рождения частицы в упругом

столкновении через амплитуду рассеяния. В соответствии с определени-

ем (9), оно однозначно связано с безразмерным параметром вылета 〈µ2〉.
Используя определение функции Вигнера (31), запишем связь средне-

квадратичного параметра вылета и амплитуды упругого процесса, зави-

сящей от импульсной переменной:

〈µ2〉(±) =
1

σ
(±)
el

∫

µ2 W̄ (±)(~u, ~µ) d~µ d~u =
1

σ
(±)
el

∫

∣

∣

∣
∇~uF

(±)(~u)
∣

∣

∣

2

d~u . (34)

В случае когда амплитуда F (±)(~u) не зависит от направления век-
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тора ~u, представление (34) сводится к одномерному интегралу:

〈µ2〉(±) =
2π

σ
(±)
el

∞
∫

1

(u0 −
1

u0
)

∣

∣

∣

∣

∂F (±)(~u)

∂u0

∣

∣

∣

∣

2

du0 . (35)

Аналогичные вычисления показывают, что

〈µk〉(±) =
1

σ
(±)
el

∫

F̄ (±)(~u) µ̂k F
(±)(~u) d~u , µ̂k = i

∂

∂uk
, k = 1, 2. (36)

Отсюда видно, что динамические величины µi и uj в приближении ма-

лых поперечных импульсов оказываются канонически сопряженными:

[µi, uj] = i δij , i, j = 1, 2. (37)

Таким образом, функция Вигнера позволяет получать в операторной

форме в любом представлении динамические величины, зависящие от

~µ и ~u.

Запишем окончательное выражение, связывающее среднеквадра-

тичный радиус области рождения частицы в упругом процессе и ампли-

туду, зависящую от импульсной переменной:

〈b2〉(±) =
1

q2

(

1

σ
(±)
el

∫

d~u
∣

∣

∣
∇~uF

(±)(~u)
∣

∣

∣

2

+
1

4

)

. (38)

Подчеркнем, что это выражение является точным в рамках определения

функции Вигнера (31). Амплитуда F (±)(~u) может быть извлечена из экс-

периментальных данных и входит в (38) в явном виде без каких бы то

ни было предположений. Приближение связано только с выбором ядра

функции Вигнера, т.е. с определением (22). Фактически оно предполага-

ет, что амплитуда рассеяния быстро падает при q⊥ → q (угол θ ≈ π/2),

что является экспериментально подтвержденным фактом.

Таким образом, мы получили связь между пространственным пара-

метром вылета частицы из области взаимодействия и амплитудой упру-

гого процесса. В качестве иллюстрации разработанного формализма бы-

ли исследованы две модели амплитуды упругого процесса. Первая из
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них – модель амплитуды одночастичного обмена в t-канале:

f(~q, ~p) =
g

t−m2
=

−g
(~p− ~q)2 +m2

. (39)

Здесь ~p – начальный импульс частицы, ~q – конечный, m – масса об-

менной частицы и g – константа связи. В результате вычислений было

получено выражение для 〈b2〉(±) через эту амплитуду. Приведем здесь

его асимптотическое поведение при больших начальных энергиях, т.е.

в области m2/p2 ≪ 1. Мы получили, что значение среднеквадратичного

радиуса области рождения частицы в переднюю полусферу определяется

комптоновской длиной волны обменной частицы:

〈b2〉(+) =
2

3
·
(

~

mc

)2

. (40)

Это хорошо известный факт, и его подтверждение дает основание ис-

пользовать наш формализм для вычислений с реальными моделями ам-

плитуд. Рефлективное рассеяние в заднюю полусферу определяется па-

раметром вылета, значение которого резко уменьшается с ростом энер-

гии:

〈b2〉(−) = 0.39
~

2

p2
. (41)

Такое поведение может быть объяснено наличием жесткого рассеива-

ющего центра, на котором происходит рассеяние в заднюю полусферу.

Наличие такого ядра есть следствие квантовой природы параметра выле-

та, и этим фактом наш формализм существенно отличается от моделей

эйконального типа.

В качестве второй модели была рассмотрена модель амплитуды,

соответствующая обмену кратным полюсом Померанчука, или диполь-

ным помероном:

A(s, t) =
iaP

α′bP
· s
s0

(

R2
1 e

R2

1
t − ǫPR

2
2 e

R2

2
t
)

. (42)

Здесь aP , bP и ǫP – феноменологические константы, значения которых

определяются из экспериментальных данных; s0 – некоторый размер-

ный параметр, который определяет порог энергии и принимается рав-
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ным s0 = 100 GeV 2; α ′ – наклон траектории Померанчука с единичным

интерсептом:

αP (t) = 1 + α′t ;

а величины R2
1 и R2

2 определяются равенствами

R2
1 = α′

(

bP + ln
s

s0
− iπ

2

)

, R2
2 = α′

(

ln
s

s0
− iπ

2

)

.

Выбор именно такой модели амплитуды был обусловлен тем, что она

хорошо согласуется с экспериментальными данными LHC при энергии√
s = 7 TeV для дифференциального сечения упругих pp-столкновений

[21, 22].

В рамках этой модели было получено следующее асимптотическое

поведение для среднеквадратичного параметра вылета частицы в перед-

нюю полусферу (здесь мы восстанавливаем постоянную Планка):

〈b2〉(+) = ~
2α′ ln

s

s0
. (43)

Этот результат продемонстрировал характерное свойство дипольного по-

мерона с простым полюсом – геометрический скейлинг: упругое сечение

растет с увеличением энергии так же, как квадрат радиуса. Логариф-

мический рост сечения (а не ∼ ln2(s/s0)) при этом является следствием

выбора модели амплитуды с интерсептом αP (0) = 1.

Таким образом, в обоих рассмотренных случаях были получены

ожидаемые эффекты: при t-канальном обмене радиус области рождения

конечной частицы в переднюю полусферу определяется комптоновской

длиной волны обменной частицы; в случае дипольного померона мы про-

иллюстрировали свойство геометрического скейлинга. Все это извест-

ные факты, и их получение дает нам основание считать разработанный

формализм эффективным инструментом для дальнейшего изучения про-

странсвтенной структуры области взаимодействия частиц.

В заключении сформулированы основные результаты работы,

полученные при работе над диссертацией:

1. Существующий формализм описания пространственной структуры

области взаимодействия частиц в терминах параметра вылета на
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группе SO(2, 1) модифицирован для описания процессов рассеяния

в приближении малых поперечных импульсов. В этом приближении

построено новое ядро перехода между пространствами поперечно-

го импульса и параметра вылета в виде экспоненты exp(i~µ~u), где

~µ – пространственный параметр вылета, а ~u – импульсная перемен-

ная на гиперболоиде. Разработанный формализм позволил корректно

описать область малых фазовых объемов (µ ≈ 0), что невозмож-

но в обычно применяемом эйкональном приближении. При этом об-

ласть фазовых объемов, запрещенных принципом неопределенности

Гейзенберга, оказывается автоматически учтенной в разработанном

формализме.

2. Уравнение унитарности решено в веденном приближении малых

поперечных импульсов. Показано, что это уравнение в терминах

профильной функции u(~µ), построенной в рамках разработанного

формализма, сводится к простому алгебраическому уравнению. Это

уравнение имеет вид, аналогичный виду уравнения унитарности в

эйкональном случае, а следовательно, легко решается. Однако в

новом подходе нет требования больших значений пространственного

параметра, что позволяет использовать этот подход при описа-

нии области малых фазовых объемов. Полученное алгебраическое

уравнение позволило выразить неупругие вклады в упругий про-

цесс через унитаризованную амплитуду упругого рассеяния. В

результате этого было получено выражение для средних значений

характеристик неупругого процесса через характеристики упругого

процесса.

3. Показано, что выражение для дифференциального сечения упругого

процесса по импульсной переменной и пространственному параметру

может быть записано через аналог функции Вигнера для чистого со-

стояния. Введенная таким образом функция Вигнера обладает всеми

свойствами стандартного вигнеровского распределения и описывает

процесс упругого взаимодействия.

4. Получено аналитическое выражение для среднеквадратичного ради-

уса области рождения частицы в упругом процессе через амплитуду
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такого процесса. Указанная амплитуда зависит от импульсной пе-

ременной и может быть извлечена из экспериментальных данных.

Таким образом, получена связь между средним радиусом области

рождения частицы в упругом процессе и экспериментально наблю-

даемыми величинами.

5. Осуществлена проверка применимости разработанного формализма.

Для этого вычислен среднеквадратичный радиус области рождения

частицы в двух физических случаях. Для модели амплитуды одно-

частичного t-канального обмена получено подтверждение известного

факта, что средний радиус области рождения частицы в переднюю

полусферу определяется комптоновской длиной волны обменной ча-

стицы. В случае обмена кратным полюсом Померанчука (диполь-

ный померон) получено подтверждение выполнения геометрического

скейлинга – вид зависимости упругого сечения от энергии (лога-

рифмический) определяется зависимостью квадрата радиуса обла-

сти взаимодействия. Получение известных фактов дает основание

считать разработанный формализм эффективным инструментом для

дальнейшего изучения пространсвтенной структуры области взаимо-

действия частиц.
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